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Emleitm^. 

Die vorliegende Arbeit verdankt ihr Entstehen einer Vor- 
lesong von Professor Hubert über Variationsrechnung im Winter- 
semester 1904/5. Sie behandelt das allgemeine isoperimetrische 
Problem, bei dem der Integrand, sowohl in dem znm Minimum zn 
machenden Integral, als auch in der Nebenbedingang eine gegebene 
Punktion zweier abhängigen Variabeln nnd ihrer ersten Ableitungen 
ist. Die TJntersnchong stützt sich auf die Methoden, die Professor 
Hubert in seinen Göttinger Vorlesungen, in dem 1900 in Paris 
gehaltenen Vortrag „Mathematische Probleme" nnd in seiner Ab- 
handlung „Zur Variationsrechnung" (Gott. Nachrichten 1905, p. 169) 
angewendet hat. — Vom Inhalt der Arbeit heben wir insbesondere 
den Beweis des „Unabhängigkeitssatzes" für das Problem nnd die 
üntersnchnng des Falles hervor, wo die beiden Integrationsgrenzen 
konjagierte Punkte sind. Bei dieser letzteren Frage wenden wir 
ein sehr aUgemeines Kriterium an, das Professor Hubert znm 
ersten Mal in dem oben erwähnten Aufsatz „Zar Variations- 
rechnung* aufstellte. Es sei Z ein System von Lösungen der 
Lagrangeschen Gleichungen L, die zugleich aBe das Innere sowie 
den ßand betreffenden gegebenen Bedingungen V des Variations- 
problems erfüllen. Das Hübertsche Kriterium') lautet: „Wenn 
die Weierstraßschen ^-Funktionen für unser Lösungesystem Z 
positiv ausfallen, so bezeichnen wir das Lösnngssystem Z als ein 
solches von positiv definitem Charakter. Wir fassen nun 
irgend einen Teil T des Integrationsgebietes ins Ange und bezeichnen 
den Hand dieses Teilgebietes T, soweit er dem !Rande des ursprüng- 
lichen Integrationsgebietes angehört mit St, soweit er jedoch 
in das Innere des ursprünglichen Integrationsgebietes fallt, also 
■als neue Grenze entstanden ist, mit s^. Für den ersteren Rand 
St sowie für das Innere von T seien die Bedingungen V, wie sie 
daselbst das vorgelegte Yariationsproblem fordert , gültig , für 



1) Gott. Nachrichten 1905, p. 178. 
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s, Bckreiben wir die dort vorhandenen Werte der PnnktioneQ des 
LösongBaystems Z als Randwerte vor: das dadurch für das Teil- 
gebiet T entstehende System von Bedingungen werde mit Y^ be- 
zeichnet. 

„Wenn alsdann kein anderes Lösongssystem der Lagrange- 
schen GMeichnngen L existieii;, das die Bedingungen V erföllt — 
anßer dem Lösungssystem Z — , wenn femer auch für jedes Teil- 
gebiet T kein anderes Lösongssystem der Lagrangeschen Glei- 
chungen L existiert, das die Bedingungen V^ erfüllt — außer dem 
Lösnngs System Z innerhalb T: so heiße das Lösongssystem Z ein 
solches von inwendig eindeutigem Charakter. 

„Für das Lösungssystem Z tritt gewiß Minimum 
ein, wenn dasselbe von positiv definitem und von 
inwendig eindentigem Charakter ist." 

Herrn Professor Eilbert bin ich für die wertvolle kritische 
ond fördernde ünierstützong bei Abfassong dieser Dissertation zo 
Bank verpäichtet. 
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L Fonunlierang des Problems. Das Lagrangesche 
Kriterium. 

Es seien 

und 

G {e", ff", s, y, x) 
zwei anfUytiscIie Fonktioneii von fünf Ärgamenten, welche inner- 
halb eines gewissen Bereiches des a:-y-ü- Ilaanis fSr jedes Wert- 
tripel Xy y, e and für jedes endliche Wertepaar e', y* regnlär seien. 
Unsere Aufgabe besteht darin : Zwei Funktionen y und * der 
YerSaderlichen x derart zu finden, daß das bestinunte Integral 

J, ^/ Fi/,y',e,y,x)dx 

, dy_ , de_ 

^ ~ äx ' ' ~ dx 
einen stets kleineren "Wert erhält ün Vergleich za denjenigen 
"Werten, die das Integral annimmt, wenn wir statt 

y = y («) 

e = g(x) 
irgend welche andere Fnnktionen von x mit den nämlichen ge- 
gebenen Anfangs- and Endwerten in J. einsetzen. Zudem soll tax 
diese y and e äaa Integral 

J, = f G (/, y', e, y, x) dx 

einen vorgeschriebenen Wert, etwa l haben. 

Ein solches TWiTiiTnnm heißt ein relatives im Q-egensatz zn 
dem WinitnnTn von J, ohne die Nebenbedingong 

welches absolates Minimnm heißt. Die Aufgaben mit einer 

1* 
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oder mehreren Bedingimgen dieser Art nennt man „isoperimetrische 
Probleme", 

Da wir stets nor mit reellen ä-r5£en zu tnn haben, können 
wir onsere Aufgabe geometrisch so aassprechen : Eine Ranmkorve 

\y = y{^) 

U = z{x) 
von der Eigenschaft zn finden, daß 

(1) J, = /V(«', y', e, y, x) äx 
ein Minimnm ist, während 

(2) J, = pG {z\ y', g, y, x) dx = l, 

d. h. anter allen Kaumkarren, welche dem Integral J, den vor- 
geschriebenen Wert geben, diejenige za finden, längs deren J, einen 
Minunalwert erhält. Wir können z. B. an die Nebenbedingung 

J, = f\l + y" + e^dx = 1 
1 

denken, welche aasdrückt, daß nnr solche Karren zur Konkurrenz 
zugelassen werden, deren Bogen 12 die Länge eins hat. 

Wir stellen nun die Definition auf: Zwei Raumknrveu sind 
„benachbart", wenn sie dieselben zwei ßaumponkte miteinander 
verbinden, und wenn jedem Punkt F^ der einen Kurve ein Punkt 
Pj der anderen so entspricht, daß der Abstand P, P, kleiner ist 
als eine gewisse Größe e'. 

Ist unsere Grrandkarve durch die Gleichungen 

' j y = ff (») 
\ii = a (x) 

gegeben, so können wir die Gleichung der zweiten Kurve in der 

P = yiT) + ti{x), 

i = s(x) + t{x) 

darstellen, indem wir uns unter i; (x) und £ (x) die Funktionen von 
x denken, deren absoluter Betrag für alle Werte 



kleiner als eine gewisse Gtröße e ist, und die für 
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den Wert Nall haben. 



llWI-e« 


ISWl-c« 


,(!,) = 


fW - 


,W = 


fW = 0, 



tj (x) = (x— X,) (x, — X,), 



V 2 ; 

Ersetzen wir irgend eine Knrye dnrch eine „benachbarte" Kurve 
so nennen wir diese zweite Knrve eine ^Variierte der ersten 
Karre". Die Operation des Übergangs von der einen Kurve znr 
zweiten Knrve nennt man „Variation". Die Andemng, die das 
bestinunte Integral erleidet, wenn wir von einer Knrve zu der 
benachbarten übergehen, bezeichnen wir als „die Variation des 
Integrals." 
Es sei 

\y = y(^) 

\. = .ix) 

die gesachte, der Bedingnng (2) genügende Minimalfonktion, die 
anch die Randbedingangen 

y(x,) = y, e{x^ = s, 

y («J = »< ^ C^J = ■«. 

erfüllt. "Wir betrachten die folgende Schar von Nachbar korven : 

y = y{x) + vri{!e) 
J = e{x) + n-t{x), 

wo V and i*. Parameter sind, nnd t] (x), £ (x) sonst willkürliche 
Fanktionen, die nnr den oben besprochenen Bedingungen dafür 
genügen müssen, daS alle Kurven y, T dnrch die Pnnkte 1 und 2 
gehen. Wählen wir zwei bestimmte derartige Funktionen ij (x), 
f (x) und führen y,e in die Integrale ein, so gehen diese letzteren 
in Fanktionen von v, n über, und wir haben die gewöhnliche Auf- 
gabe der Bestinunong des Minimum einer Fonktion bei vorge- 
schriebener Nebenbedingnng. 
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Es soll sem 

(3) ^F (?, /, e,y,x)dx = f (y, p) = Min., 
li^lirend 

(4) |*G (?, y', 0, y, x)dx = g [v, ^) = l, 
und das Miaimtim soll fär 

V = (t = 

eintreten, da dann y und e in die Minimalfunktionen y (x) and e (x) 
übergehen. Dafür, daß ein Minimam bei v ^ 0, fi = eintritt, 
war nach Lagrange notwendig: 

dv ' 



(6) 



d\f(v,f.) + l-g(v,^)] 



wo X eine Konstante, die von dem Wert von l in (2) abliängt. 
Jedoch waren diese Gleiohnngen nicht notwendig, wenn gleich- 
zeitig die beiden Ableitungen von g verschwanden 



( ^S (". rt 



(6) 



I ^9 ("i y) 



Die Frage, ob dann ein Extremnm eintrat, erforderte eine be- 
sondere Untersnchnng. 
£s sei 

dann ist 

t + l-9 = J J" (?,»',«,»,«) !*»• 



Da 



t = S' (») -K- ■ l' W. 
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80 definieren die partiellen Ableitungen nach v und ft an der 
Stelle V = Q, ft = geradeza die erste Variation des Integrals. 
"Wir haben 



dv dv 



/' _ _ _ _ r'dF* 

F*{i^,y',s',y,x)dx =j -^ — dx = 



f{^v!{'')+~-,i^)\d^- 






'X"^^''''''^''/''^""'*'"''' 



Durch Frodnktintegration im ersten Integral erhalten wir 



[^'<^)]-ri(^)'<')--r^ 



'{x)dx ■■ 



Unter Beräcksichtigang der Bandwerte von *), £ können wir dann 
fichreiben 

Ebenso erhalten wir ans 



ä(f+i.9) \ 



■- 0. 



Barch dieselbe Überlegung formen wir die Bedingongen (6) nm in 



{6a) 



Damit 

j, = j,(i) 
« = «w 

eine Minimalknrve unseres isoperimetrischen Problems darstellt, 
ist notwendig, daß die Gleichangen (Ba), (ob) für jedes Funktionen- 
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paar i]{x),i(x) bestehen, — es sei denn, daß die Grleichungen {6a) 
für jedes t}{x) nnd £{«) identisch erfüllt sind. 

Da (5a), (6b) für jedes willkürliche t) nnd g gelten müssen, 
so folgt 

( d /äF*\ dF* 



(7) 



dx\ dy' } dp ' 

_d_ (dF*\ _ dF*^ _ 

dx \ de' I 00 ' 



nnd damit haben wir die notwendigen Bedingungen für die Lösung 
unseres Problems. Diese sind gewöhnliclie Differentialgleichungen 
zweiter Ordnnng, die aber noch eine anbestimmte Konstante, den 
Lagrangeschen Faktor i, enthalten, so daß sie im ganzen eine 
fünfparametrige Schar von Lösungen haben werden. Vier Kon- 
stanten davon werden durch die Bandbedingungen festgelegt, 
während die X sich aus dem Wert der Konstanten l der Neben- 
bedingung (2) bestimmt. 

Aber es ist non noch der Fall möglich, daß auf 

(y = yi^) 

U = s{x) 
{ d {dG\ dG 



(8) 



\wr~di^^' 



(dG\ öG 



-■ 0, 



[ dx \ dz' I 
d. h., daß 

(y = y(^) 

den Lagrangeschen Grleicbongen genügen, die aus einem Yariations- 
Problem 

_/ G(s',y',e,y,x)dx = Min. 

entspringen würden. In diesem Fall kann man daher nicht auf 
die Notwendigkeit der Erfüllung von (5) nnd die Notwendigkeit 
der Lagrangeschen Gtleichongen schließen. Die Gleichungen (8) 
sind die gewöhnlichen Differentialgleichangen 2. Ordnung ohne 
Parameter. Ihre allgemeine Lösang enthält daher nur 4 Para- 
meter, and wir können mit ihr im allgemeinen nicht gleichzeitig 
die Nebenbedingungen und die Randbedingungen erfüllen. Bei 
einer gewissen Beschaffenheit der Konstanten des Problems kann 

L>itinzoJoyVA)l.)^ie 



das aber doch der Fall sein, and dann bann es sogar möglich 
sein, daß eine solche LÖsnng von (8) wirklich Minimalkarve wird, 
obwohl sie die eigentlichen Lagrangeschen Q-leichnngen (7) nicht 
erfüllt und mit dem Variationsprohlem 

J, = j F{e\ y', e, y, x) dx = Min. 

nichts zu tan hat, da F in diesen Gleichangen gar nicht vorkommt. 
"Wir fuhren folgendes Beispiel an, am dies zu erlaatem: 

Ji = J F {z\ y' e, y, x) äx = Min., 
während 

1,», B 

*/, = / \j].+y'* + e'* dx = Viü 

0,0,0 

Die Kandbedingungen seien, daß alle Kurven 
y = y{x) 
e =^ s{x) 
dnrch die Punkte 0,0,0 und 1,2,3 gehen. Die Nehenbedingung 
sagt ans, daß die Länge des Kurvenbogene ^14 sein soll. Non 
ist aber die G-erade die einzige Linie von der Lange ^14 zwischen 
den Punkten 0,0,0 und 1,2,3; sie ist also die einzige Kurve, die 
Nebenbedingnng und Randbedingungen erfüllt und zur Konkurrenz 
steht. Mag das eigentliche Variationeproblem sich ausdrücken, 
wie es will, diese Gerade zwischen 0,0,0 und 1,2,3 wird seine 
Lösung sein, weil gar keine andere Kurve in Betracht kommt. 

Wir formulieren unser Resultat: 

Damit 



das 


y 

Integral 


= y(x) 

= »w 

y,y',i,y,x)clx 






nst 


er allen Funktionen, 


die bei festen 


Randwei 


•ten 


der 


h(»;,) = y, 

Nebenbedingung 


y;,,y,x)dx=:l 
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genügen, wo l eine Konstante ist, — es sei denn daß 
sie den Lagrangeschen Gleichungen (8) von 



— 10 — 

gentigen, zam Minimum macht, ist notwendig daß sie 
den Lagrangeschen Gleichungen (7) des absolntenVa- 
riationaproblemea 

j\F{s',if',e,i/,x) + lG{e',p',ji!,y,x)\dx = Win. 

l eine Konstante ist, — e 
angesehen Gleichungen (8^ 

J G{e',y',0,y,x)dx = Min, 
genügen. 

Beispiele: Als erstes Beispiel nehmen wir 

(9) J, = ^f{ff'' + e'*-^g-4e'x)dx = 1äm. 
während 

(10) J, =f (if''-j,'x-e")dx = l. 

Nach nnserer Theorie haben wir die Lagrangesche Gleichung von 

zu bilden. Sie lauten 

(U) (»"-TTS-"» 

I «" - 0. 

Die LöBongen dieser Differentialgleichungen sind 
(12) l ' - 2^+'"+^' 



1^ ^ = yx + d 

WO X, tt, ß, y, 3 Konstanten sind. Wir wollen die Punkte 0, 0, 
nnd 1, 1, 1 als antern nnd bezw. obem Endpunkt wählen. Wir können 
"! ßi Vj ^ bestimmen, und unsere Lösungen sind 



(13) { " ~ 2 + U^ 2+4>l ■ 
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m wir 

als LSsong des Problems: 

C9a) 

während 

(10a) J^ =f' ' (ff"-y'x-e'*)dx = i 



1 A''* 
J, =Q- / (^" + 6" — 4e — 4ji^x)dx = Min-, 



Die Lagraugeechen G-leichimgen für das absolute Vaiiatione' 
problem 

(15) J, =f'^'(t/"~p'x~s")dx = Min. 

0,0,0 

sind 
(16) 



' - 
und aas ihren Lösuiigeii 



Toraossetzen, daß 



ist. Ist z. B. in onserm Problem l ^ — -jä, so bekoimnen wir als 
Grleidiimg für k 

2X = l + Si. 
Ist 2. B. / = — 1, so erhalten wir für A den Wert 
_ 1 V^23-23 
* ~ 2 23 

Tva 
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bekommen wir als andere Lösnng nnseree Froblema 

Ein zweites Beispiel ist: Diejenige Kurve von gegebener Länge 
Dnd gegebeneu Endpon&teu zn finden , deren Schwerptmkt am 
tiefsten liegt. 

Wir nehmen die s^- Achse vertikal nnd dem Sinne der Schwere 
entgegengesetzt und legen, der Bequemlichkeit halber, die x-y- 
Ebene durch den gegebenen Anfangspunkt der Kurve. Das Problem 
drückt sich dann analytisch durch die Formeln ans 

(18) J, = / z'^l + !f" + z"äx = Min., 
während 

(19) J, = / v/l + j/" + /VaT = l 
Man hat also hier 



F* = (^ + A)VH-y." + ^" 
und erhält als Lagrangesche Differentialgleichungen der Aufgabe 



(20) 



(■^ + A) 






fe)-^^- = o. 



Die Lösoug dieser Differentialgleichungen ist die Kettenlinie; 
f « 



(21) 



i . x—d 

z + k = sJk* + ß' cosh. — 3— ■ 



Bei diesen beiden Problemen ist bemerkenswert, daß die Lüsnngen 
unserer Lagrangeschen G-Ieiehungen fünf Konstanten enthalten. 



n. Überblick über die Lösungen unseres Systems von 
Lagrangeschen Gleichungen. 

Wir können unsere isoperimetrische Nebenbedingung so am- 
sprechen, daß eine mit y (x) nnd z {x) durch eine Differentialgleichung 



wVA)l)^K 



verknüpfte Funktion w (x) existiert, die die beiden Bandbedingongen 
erfüllt. Wir setzen zo dem Zwecke 



' = /■' 



G {z', y' , z, y, x) dx. 



wo das Integral auf der gewünschten Korve 

\y = »W 

erstreckt ist, und haben so eine Funktion tv{x) definiert, die der 
Bifferentialgleichang 

(23) w' = 6-{s',y',z,y,x) 
and die Bedingungen 

(24) w{x,) = 0, io{x^) = l 
erföllt. w{x^ = l ist der Ansdrack von (2). 

Wir können ntm sagen, daß wir unser Problem auf die Be- 
handlnng des folgenden Gleichnngssystems zurückgeführt haben. 



(2S) 



dx \ dy' j dy 

dx \ dz' I dz ' 



-G(z\y',z,y,x) = 0. 

Das sind 3 Differentialgleichungen für die 3 unbekannten 
Funktionen y{x), e{x), w{x). Da jede Lösung dieser Gleichungen 
3 Fnnktionen umfaßt, können wir sie also nicht als einfache Raum- 
korve deuten, wohl aber als belegte Raumkurve, indem wir 
durch 

\ z = e{x) 

wieder eine Ramnkurve dargestellt sein lassen, während wir w{x) 
als Dichte einer Massenbelegnng etwa au jeder Stelle x von ihr 
auffassen. 

Um nun diese drei Differentialgleichungen auf ein System von 
Differentialgleichungen 1. Ordnung zurückzuführen, d. h. auf eine 
Normalform zu bringen, ans der man die Mannigfaltigkeit der 
Lösungen erkennen kann, führen wir die neuen Funktionen ein, 

(26) -^ = «' -ö^^^- 
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Wir kennen F*, also sind die linken Seiten von (26) bekannte 
Ansdrücke in e', y\ to', e, y, x. 

Aas dieeen beiden Gleichungen (26) wollen wir nun p%b' durch 
die andern G-rSßen ausdrücken ond würden so erhalten 



(27) 



\z' = g{z,y,u,v) \ 
und wir können schreiben 
(28) u>' = A(^,y,«,p). 

Die notwendige ond hinreichende Bedingung für die Möglich- 
keit einer solchen AnflSsnng ist bekanntlich das Nichtrerschwinden 
der Fnnktionaldeterminante der Gleichangen (26) nach e', y'. Sie ist 



+ 0. 



Diese Voranssetznng werden wir im Folgenden stets machen. 
Fnnktionenpaare e{x), y(x), die den Ansdrack (29) annaliieren, 
werden wir also ansschlieBen. Das sind fär unser Problem durch- 
aus singulare Kurven, und sie konunen für die allgemeine Theorie 
nicht in Betracht, sondern erfordern eine besondere Behandlung. 

Wir haben mit Hülfe der Lagrangeschen Gleichungen (7) 



d'F' 


a'F* 


ö," 


d,'d. 


S-F" 


d-F' 


dy'$i' 


de" 



(30) ' 



i /dF'\ 

dAvJ 


dF» 


d IDF'S 
4t \ ö»' / 


dF' 
St 



= Fl(f,g,z,y) = k(^,y,u,v),. 
= F*(f,g,s,y) = i{is,y,u,v). 



wo k und j wieder bekannte Funktionen ihrer vier Argumente 
sind. Wir haben daher folgendes Differentialgleichungssystem 
1. Ordnung in der Normalform 



(31) 



= /(?,',»,») 

= 9 (». y, "i ") 

= h(,.,y,„,v) 

= i (". y, ". ») 



wo die 1. Ableitungen der onbekaimten Funktionen explidt durch 
diese ansgedrückt sind. Non besagt das Canchysche Existenz- 
theorem, daß genau 1 System von Lösungen existiert, wenn an 



■:, VnOl)»JK 
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einer Stelle « = a:, die Werte von ji. y, «, v willkärlich vorge- 
schrieben sind. Da nnsere Funktion F* die Konatante A enthielt, 
hängt die aUgemeioe Lösong also von fünf wiUkärlichen Kon- 
stanten ab. Bemerken wir nnn, daß die allgemeine Lösang der 
trleichnngen (26) eine fnnfparametrige Schar belegter Itaom- 
knrven ist, 



(32) 



jp = t(j(a;;a,^,}',d,e,A). 



TJm eine bestimmte Lösung beranszngreifen, haben wir in imserm 
FaUe 

[y{xd = sr, , »(«,) = y, 

(33) «W = », , »(»,)= «, 

[»(«,) = , »(ij = i. 

Beispiel: In onaerm ersten Beispiel (S. 10) erhalten wir 

lu = y' + 2Ay' — }lx, 

Die Determinante (29) ist 

1 1 + 2A Ol 

I ' l-2i| 

und nnsere Normalgleichnngen sind 



(31a) 



* ~ l + 2i ' 






» + 2« 
1-2» 






«' = 0, 






«' 2 , 






»■=(^r 


l + 2i 





"Wir erhalten die LSanngen 



(32a) 



ta' 



2(H 
ix 



1+21 ■ 



h2i) 

6/»-3yii;'-2i'i'- 
6(H-2,l)' 



(1-2V 
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Wir haben den speziellen Fall betrachtet 

fS'(0) = , 1/(1)= 1 

(33a) ] *(0) = , ^(1) = 1 

[«,(0) = , w(l) = 2, 

und demnach ist die Raomkarve durch 

iy = 3x''-2x 

oder 

gegeben, und für die Dichte einer Maasenbelegang an jeder Stelle x 

(a) w = a^-lla^' + lOa:' 

l36x-2Q-\x' + 120af 

(b) W = jg 



HL Dafi Hilbertsche invariante Integral 
Ist ein absolates Yariationsproblem 

./ F* (s'j y', z, y,3^dx = Min. 

gegeben, so kSnnen wir immer ein zweites äequivalentes Yariaüuns- 
problem mit Nebenbedingnngen hinschreiben 

\J F*(j>,q,e,y,x)dx = 'Min. 
(M) 



Wenn man zwei Lagrangesche Faktorrai einfährt, bekommt 
man als Integrandns 

imd das Problem ist p, q, y, z so zn finden, daß 

(34a) f^F**(j>,q,j!,y,x)dx 

ein Minimum ist. Wir erhalten vier Lagrangesche GMeiolinngen : 
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Wenn wir diese Werte von p, q and r in die erste Gleiclinng 
von (40) einsetzen, erhalten wir 

J% = 9 (Jg', J*, z, y, X) 
oder 
(42) * {J% , j;, J:, z, y, x) = 0, 

wo J* ezplicit nicht vorkommt. Wir bezeichnen dies als Hamil- 
ton'sche Grleichnng. Zn jeder Lösung J* von dieser G-leichung 
ist ein p-q-r Feld bestunint, tmd omgekehrt. 

Beispiel: Bei unserm Beispiel (S. 10) lauten die partiellen 
Differentialgleichnngen für p, q nnd r 



(41a) 



(i+2A)iJ 



,öp 



(l + 2i)i>^+(l-2i),-g 
(l-2.)-^-(l + 2.)^f 



+ (l- 
= 



-y + px + g' = 0. 
Die Hamilton'sche Gleichang für J* ist 



a) 



l + 2i 



1-2JI 



IV. Zweiparametrige Schar von belegten Baumkarren 
mit Transveraalfläche. 
Wir haben gesehen, daß nnsere Schar von belegten Eaom- 
kurven eine fünfparametrige Sdiar ist. Wir wollen eine zwei- 
parametrige Schar ans dieser fünfparametrigen Schar ausschneiden, 
und zwar wollen wir nicht die allgemeinste solcher zweipara- 
metrigen Schar nehmen, sondern gewisse, die Transversalflächen 
besitzen. Diese Transversalflächen sind charakterisiert dadarch, 
daß far jede Richtung y',z' aaf ihnen der Änedmck 

F** = F* + (i,'~p)Fl+is'-q)Ft 
gleich Null ist. 
Es sei 

Tix,y,e) = 

eine beliebige Fläche, p und q seien die Bichtongsgrößen der einen 
durch jeden Punkt von 
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gehenden Extremale der zweiparametrigen Schar. Wir TerlangeD, 
daß p nnd g diese G-leichong 

J** = 0, 
identisch für alle Richtungen y', e' auf 
r = 

erfüllen. Dorch Vergleichnng mit 

erhalten wir 

(44) F'-pF; ~qF;:F;:F; — T.:T,:T, 

oder 

(F'-pFi-qF;~ fl, 
(44a) \Ft-^T, 

WO ^ ein Proportionalität&faktor iet. 
Im Verein mit 

r = w(p,q,e,jf,x) = 
hahen wir also vier Grleidmngen für p, q, r and (t. Ihre Funttional- 



determinante nach diesen yier Größen ist 

a(J»-yf,'-gj?) 

3;; . ^n> ^v 



dw 



d(F'~pF ,'-qFt) „. „. ö» 

dq • ^"' ^« • dq 

e(y-yF?-aJ ») flw 

S^ ■ ■^'" ^<" -er 



-T., 



-T,, -r,, 



-i>-FJ-g-FS, F^, f;, 

- J'„ - T,, -T. 

Nun mögen die zweite Eolnnme, multipliziert rnitj?, und die dritte 
Kolumne mnltipHziert mit 3, zor ersten addiert werden; dann 
ergiebt sieb 
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dF- 
dp 



dp 



d 

ix 


iF" 

V 


dF- 


d 


dF- 
de' 


äs 



(36) 

= 0, 

— 0. 
Aus den zwei ersten Gleichungen erhalten wir 

(36) IF?-» = 0, 

und onset Integral (34 a) ist 

(37) I V ta ?) + i7(»-p) + .f?(«'-«)|<fa- 

Da die YariationBableitangen nach p and q sich auf 

K(!i'-p) + n,(.''-'i) -0 
FS (»'-?)+ Ff, («'-«) -0 

Tednzieren, mäseen wir annehmen 

(38) '^ ' -^w + 0. 

Es ist 

r' = ö{p, 9,^,9,«) 
and 

-f* (P, q< «. y, a^) = -F (P, Q, e, y, x) + i.r\ 

alao können wir (37) schreiben 

{37a) J* = |"j-F*(i'.«.0 + -Fp"(y'-p) + -F?(«'-9)U*- 

Damit dies Integral nicht sinnlos ist, müssen wir znnächst 
annehmen, daß wir ein p-q-r Feld im Kaome haben, und daß 
J* über eine gewöhnliche Raomknrye in dieses Feld erstreckt ist. 
Diese Raomkarve führt von dem festen Punkte 1 (x„ y„ z,) nach 
dem Pnnkte 2 {x„j/t<^a)- W'ir haben aaf dieser Knrve 

(P = P(^,yi^),'^{^),^) 
r= r{x,y{x),,{x),X) 
als Fnoiktionen von x. Der Integrandas ist also eine bekannte 
Fanktion von x, und J* hat einen bestimmten Wert. 
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Nun denken wir ane, daß der Paukt 2 veränderlich ist osd 
fragen : wie p, q, r za wählen sind, damit der Wert J* von dem 
Integrationswege in nnserm belegten Kanm unabhängig ist. Gibt 
es solche p, q, r, dann ist J* eine reine Ortsfunktion J* (x, y, e). 

Anfl (37 a) folgt, wenn wir statt des festen Punktes 2 (a;„y„^,) 
den variableu Punkt x, y, e nehmen, 



^ - F'-pFf-qFt+FJy' + F,;' 


oder 






j; = F'-pF;-qF,' 


(40) 


j; - F? 




j; = f;, 


und da 






Jt, = J'r, etc., 


hat man 






HP'-pF^-iFi) Kr; 




dy dx 


(41) 


d{F'~pF;-qF;) dFf 

da dx ~ 






SF; ÖFf „ 



dy de 

Diese drei Gleichnngen sind nicht onabhängig von dnander, 
wie leicht za eehen iet, wenn man die erste nach e, die zweite 
nach y, die dritte nach x differenziert. Die Gleichnngen (41) nebst 

r — w{p, q, z, y,x) ^0 
sind also äquivalent mit drei Gleichnngen für p, q nud r. 

Belegen wir den Ranm mit diesen p, q, r, dann ist das In- 
tegral J* vom Wege unabhängig nnd ist eine OrtsAmktion 

Wenn 

•F^ . -F« > ^^*- + 0, 
0,0,1 

was nnr ein anderer Angdrnck für (38) ist, können wir 

(j; = j^(p,3,/) 
j j; = f;(ft«,'-') 

( r-vi(p,q) = 
nach p, q und r durch J nnd Jt ausdrücken. 
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2(1 + 2*) ^' 

Man sieht leicht, daß diese Gleichangen uns eine zweiparametrige 
Schar von belegten Baomknrven liefern, die die Ebene x =^ als 
TransTersalääche haben. 



V. Die erste Variatioii. 

Später werden wir die 1. Variation des Integrals cT brauchen, 
um an ihrem Verschwinden zn erkennen, ob ein Fnnktionentripel 
y, z nnd w den Lagrangeschen Grieichnngen (26) genügt. Wir 
variieren die Eaamknrve sammt ihrer Bel^^ong, d. h. wir ersetzen 
y, y', s, e', w' dnrch 

^'= y' + e-n' 
B = 0+e-^ 
e' = e' + s-i' 
w' = w' + £■£'■ 
Die erste Variation ist 

(25a) J- = (-^) ^J^^Fpri'+FH' + it+'Ftn+F^ildx. 

Wollen wir zeigen, daß eine belegte Ranmknrve den GHeichnngen 
(26) genügt, so brauchen wir nnr zn zeigen daß für sie J' = ist. 



VI. Der Hilbertsche Unabhängigkeitasatz. 

Wir haben einen Bereich gefanden, in welchem wir p,q nnd 
r als Ranmfnnktioaen denken können. Wir werden nun zeigen, 
daß die Schar (46) ein solches System von Ranmf nnktionen , d. h. 
ein belegtes Ranmfeld eindentig definiert. Wir werden anch zeigen, 
daß es gerade nm ein dem System von Gleichangen (41) genügendes 
Kaximfeld sich handelt, indem das Integral J* vom Wege anab- 
hängig wird. Wir denken ans eine beliebige Fläche 
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gegeben. Es ist J*(x,y,e) dasjenige Integral der Hamiltonschen 
Gleichung (42) 

« = 0, 
das aof der Fläche 

T= 
verschwindet. J* ist dadurch eindeatig bestimmt. In einer ge- 
wissen Umgehung von 

3'= 
ki>nnen wir es als eindentige Ortsfonktion denken. 
Wir bilden nnn ans den Grleichongen 



j} = n 

r-«,{p,q,i,y,x) 



(40) 

das zugehörige p-q-r-Y^iA 

q = q{z,y,,,l) 

'■ — '■(». y, '< *) 
Ist 

T{ic,y,i) - 
willkürlich gewählt, dann ist dies das allgemeinste p-q-r-Fe[ä. 

Wir betrachten jetzt die folgenden zwei simultanen Differen- 
tialgleichungen 1. Ordnung 

(48) (y=j'(^,y,-) 

[z' = q (ic, y, e). 

Dieselben sind bereits in der Normalform. Sie haben dann eine 
zweiparametrige Schar von Lösungen 

(49) 1'°° ';''■"■»•!! '='^w)- 

ye = e{x,K, ß, X) 

Die Kanmfimktion 

r = r(x,y,z,X) 
nimmt längs jeder der Kurven von (49) gewisse Werte an. Es ist 

r = r(x,y{x,a,ß,k), z{x,tt,ß,X% 

also können wir die Kurven als belegte Raumkorven denken. 
.?^etachvmidet die 1. Variation fdr solche Kurve, so sind die 

L>itin;oJoyVH)l.)^ie 










Ff, 


Fi 









f„, 


J^ 


-T.- 


-PT,- 


-lT„ 


-r. 


-T, 


(-T, 


-P^, 


-IT.) 







ist 

t^=¥P> J»' + 9. 
abo ist der erste Faktor nicht gleich Null. Nach (38) ist auch 
der zweite Faktor nicht gleich KnU. Also verschwindet die IWk- 
tionaldeterminante nicht, and wir können die Oleichongen nach 
p, q, r nnd (i aoflösen. 

Wir konstmieren das dnrch die Bedingnugen 

!y'{at.) = p, y(a:,) = ff. 

sf'ix,) = q, ^K) = ^. 

w(x;) = 

eindeutig beatinunte System von LSsongeii von (2B), d. h. diejenige 
belegte Intogralknrve, die darch den Flächenpmikt l(a!„ y,, «,) geht 
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(Fig. 1) nnd die Riditnngsgrößen p, q vmd. Belegongsdichte r liat, 
welche man aas G-leichimgen (44 a) erhielt. Wir wiederholen diese 
Eonstroktion für jeden Paukt der ^Fläche 

r = 

nnd erhalten so eine zweiparametrige Schar von belegten Integral- 
kurven ') 

!y = y(x,tt,ß,l) 
z = e{x,a,ß, X) k = l{tt,ß). 
w = w{x,u,ß,k) 

So weit nun diese belegten Korveu (46) den Raam' einfach nnd 
Tollständig überdecken, ist in jedem Fxmkt x,y,z die Kichtnng 
p, q der durch ihn gehenden Kurve and der Belegnngadichte r ein- 
deutig bestimmt. Drei Ortefonktionen p,q,r in diesem Bereich 
also sind definiert. 

Beispiel: Wir fanden (S. 10) 



- 2(1+2A)-' ^'-^'^ 
= yx+d 

als Lösnngen nnserer Lagrangescben Qleichnngen ftir das erste 
Problem in § I (S. 10). Wir wollen ans der obigen fönfpara- 
metrigen Schar von Karven heraas eine zweiparametrige Schar 
bestimmen, die die Ebene 

X = 
_znr Transversalfläcbe bat. Die G-leichongen (44a) sind in diesem 
Falle 

( (l + 2A)p' + (l-2A)4»-4^ = 2^, 
(44b) \ ii + 2i.)p-Xx = 0. 

[ '{l-n)q-2x = 0. 
Die Lösangen für p nnd q sind 



p = 



1-2A' 



nnd wenn wir Bedingangen (45) anwenden, erhalten wir 

I) Bilbert h»t gezeigt da£, „Wenn ee sich lediglich am die Frage muh den 
Bedingangen des Minimnms eines Integrals handelt, so bedarf es nicht der an- 
gegebenen EonBtniktion eines räumlichen jp-g-Feldes : es genügt vielmehr irgend 
eine einparametrige Schar von Integralknrven der Lagr&ngeschen Qleichangen 
za konstruieren, derart daß die durch sie erzeugte Fläche die variierte Knrra w 
entbilt. Die Anwendnug des Unabhängigkeitssatzes fOr eine Funktion in der 
vorhin dargelegten Weise führt alsdann zum Ziel". Gott Nachr. 1906, p. 171. 
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Tf = w(pT,qT,e,y,x). 

Beide sind LüBimgeii der zwei Lagrangeschen GMeichnngen 2. Ord- 
nnng, und der Belegtmgsgleichnng 

r — w{p,q,z,i/,x) = 0, 

Also können wir jetzt sagen: Die zwei Scharen von belegten 
ßanmknrven (46) nnd (49) sind identisch. 

Wir liaben die Schar belegter Eanmkarren (49) aus der Be- 
tracbtoug eines p-g-r-Feldes erhalten, in dem 

V' = P 

e' = q. 

Umgekehrt können wir sagen: Ist eine Schar belegter Integral- 
knrven zu nnsern Lagrangeschen Gleichnngen gegeben, so definieren 
nns die RichtnngsgTößen p,q nnd die Belegangsdichte r in jedem 
Pnnkte in einem gewissen Bereiche nm die Hache 
T = 

ein p-g-r-Feld mit invariantem Integral. Wir haben dann den 
Hilbertschen TJnabhängigkeitssatz für onsern belegten Baum: 
Wir können jede belegte Integralkurve der Lagrange- 
schen Gf-leichangen (25) mit einer zweiparametrigen, 
Transversalfläche besitzenden Schar dieser Extre- 
male so nmgeben, daß sie wenigstens in einem gewissen 
Bereiche den Banm einfach überdeckt and durch Bich- 
tungsgrdßen und Belegungsdichte der durch einen 
jeden Punkt gehenden Raamkurve, ein jf-g-r-Feld mit 
Hilbertschem invariantem Integral J* definiert. 



Vn. Variable untere Qreuze. 

Bis jetzt haben wir als untere Grenze unserer Integrale J^ 
und Jf einen festen Funkt l(x„y^,z,) angenommen. Aber die all- 
gemeinen Entwickelnngen der letzten Abschnitte bleiben mit ge- 
ringen Modifikationen gültig, wenn wir annehmen , daß unser 
unterer Endpunkt l(Xi,y„s,) auf einer gegebenen Fläche beweglich 
ist. Unser Problem ist dann: Das Lösungssystöm 

so zu finden daß 
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(la) J^ = j F{s',y',2,y,x)dx =■ Min. 

während 

(3 a) J^=fa (e', y'.g, y,x)dx = l. 

r = 
Es sei 

\y = yi!e) 

I ^ = y{«) 

eine Iiösnng, die die Fläche im Pankte 1 («„ y„ ^,) schneidet. Es sei 

7= ?{«) + £ -ijCar) 

eine Kachbarlösong, die die Mäche im Paukte 1' (x,, jf„ «,) 
(m, = a;, + 1) achneidet. Auf dieser Nachbarknrre ist das Integral 
J dnrch 

I, + s 

gegeben, x, y imd e müssen den Bedingungen 

T(,,i)= I(i,i,7) = ü ■ 
genügen. Für 

* = , 6 = 

ist J (s, 6) ein Minimom. Wir haben dann 



'|^K(',B + c-T(»,{)| 



(62) 



i =0 

wo fi ein Lagrangeacher Faktor ist. Nach partieller DifFeren- 
rentiation bekommt man, wenn man berücksichtigt, daß |f {x) nnd 
t{x) die Lagrangeschen Dijferentialgleichnngen befriedigt 

1 -C£f} + iJ^ + cCn T, + S TJ = 
|-F«+^(s,'r,+y r. + T,) = o 



F'-y'F^ -a'F! = fT. 

n = cn 
f; = » T.. 
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Lagrangesehen G-leichnngen (26) erfüllt. Es sei l(«„p„^,) ein 
Punkt auf der Fläche 

r = 0. 
Es sei 

|y = yW 

\^ = H^) 
eine Knrve der Schar (49) die durch den Punkt 1 geht. E8 sei 
2 {x„ ^„ £j ein anderer Funkt auf dieser Kurve. Nou ziehen wir 
zwischen 1 und 2 noch eine willkürliche Raumkorve, welche in 
Tinserm Felde liegt, und welche der Nehenbedingnng genügen soll. 
Diese variierte Ramnkurve ist gegeben durch 

y = j/{a;) + e-i){a:), 
Längs ihr existieren bestimmte Werte von p,q und r, 

q = q(x,y,e) 

r = w{f, q, X, y, e) = r{x, y, e). 

Aber nach der Konstruktion unseres Feldes ist J* invariant, und 
wir haben 

(m)J*{x„y„j,,) =^ \F*(^,q,w;'^,7,x) + i^--p)Ff + i?-g)F^ \ dx. 

J* (a;„ y„ «■,) ist unabhängig von g , und wenn wir nach s differen- 
tieren und uns erinnern daß für e = 0, 

y = y, e = z, 

y' •= y* = p, s' = z' = q 

w' = w', FS = i, 
erhalten wir 



ß^ 



+ F*^V + PfC+F^(f}'-p^ji-p.t) + F^{t-a,V-9't)^^ = 
oder 

Aber dies ist genau die erste Variation (25 a, S. 23), welche wir 

L>itinzoJoyVA)l.)^ie 



dorch Variation der belegten RamnknrTe 
= e{x) 



[w = «) (z) 

erhalten haben. Also erfüllen die Knrven (49), die mit der Kamii- 
fnnktion r belegt sind, die Lagrangeschen 61eichnngen (25). 

Ist eine FnnktioD J*{x,y,s) gleich Nnll für jedes Wertsystem 
X, y, s, das die Grleicbong 

T{x,y,e) = 
beiriedigt, so können wir schreiben 

J* {x, y,e) = n (x, y, b) ■ T(x, y, g) 
nnd anf 2" = erbalten wir 

J:= ft-T^ + ti^-T, 
J*= y-'T^ + ft^-T, 

wo die zweiten Glieder rechts verschwinden. 

Wir haben die Teldfonktionen ans (40) bekonimen, und für 
ihren Wert an die Fläche 

T(x,y,£) = 
haben wir 

Diese sind aber genan G-leichnngen (44a). Im Verein mit 

r-w(p,q,0,y,x) 
bestimmen sie p, q and r eindeutig. Nun vergleichen wir die zwei 
Systeme belegter Raomkarve (46) nnd (49). Es sei Xn^n^n ein 
Ponkt auf 

T{x,y,z) = 0. 

Eine Karve ans jeder Schar (46) and (49) geht darch den Pmikt. 
Die ßichttmg jeder Korve ist darch die G-leichnngeu (44a) gegeben 
nnd ist 

y'r = Pt 
£It =^ 9r. 

Die Belegnngßdichte für beide ist 
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ß 
und die Belegongsdicbte ist durch 

w = \/^~+piBmh-T--Biüh-^\ 

gegeben. Diejenige Knrve dieser zweiparametrigen belegten Sdiar, 
welche durch den gegebenen festen Pnnkt geht, ist unsere Lösnng. 
Ist insbesondere 

a = 0, 

dann ist unsere Fläche 

T{x,y,z) = x' + y*-a* = 

dm-ch eine Gerade, die £^-Achse ersetzt. Später werden wir Bei- 
spiele benutzen, wo T ^ änrch einen Pnnkt ersetzt ist. 



VnL Das Weierstrasssche Eriterinm. 



Wir vergleichen eine Lösung 



^ = u,{x) 

der Lagrangeschen nnd der Belegangsgleichnngen mit allen die 
Bedingung 

J^ ^ j G{s',y',e,y,x) äx ^ l 

erfäUenden Enrven und fragen: Macht diese Lösung das 
Grnndintegral 

J^ = j F{e',y',e,y,x)dx 

D,9itizc3o;Cji|ogle 



wirklich zum Minimnm? 
"""^ Um eine Antwort zn geben, 

wollen wir hier den HUbertschen 
ünabbängigkeitseatz anwenden 
and ein hinreichendes Kriteriom 
ableiten. Es sei X (Fig. 3) eine 
vorgelegte belegte Lösnng der 
Lagrangeschen Bifferentialglei- 
I changen, die zwischen die 

Panite l (a;,, y,, äJ and 2 
{''t^Vv^t) fiUlt. Nach dem TJn- 
abhängigkeitssatz amgeben wir 

/_ die Korve mit einem p-g-r Feld. 

Es sei L eine beliebige Nach- 
barkurve 
Fig. 3. 

j y_ = l{^) 

zwischen 1 nnd 2, welche die Nebenbedingung 

w = j G {z', y', z, y, x)dx ^ l 

befriedigt. Da L eine Extremale ist, haben wir auf L 

P (a:, y ix), s (x), A) = y' ix) 
<lix,y{,x),z{x),X) = e'{x) 
r(z,y{x),z{x\i) = «.-(a:). 

Das HÜbertsche invariante Integral erstreckt aber L nnd h 
zwischen 1 und 3 gibt ans 

(53) rF*(w',z\y')dx 

'> IftngB L 

' IftngB L 

Wenn wir anf beiden Seiten 

längs L 
subtrahieren, haben wir nach Vorzeichenwechsel 

:'*;'•*' L>itin;oJoyVH)l.)^K " 



Dieses System von Grleichnsgen im Verein mit 

wt = u)T{ß',y',z,y,x) = 
ist eine notwendige Bedingimg dafür, daß 

) y = ? («) 

das Integral J^ mit variabler anter Grenze 

znm Minimum macht, im Vergleich mit allen Kurven, die dem 
Integral <7, einen konstanten Wert geben. Aber diese ßleichongen 
(53) sind genan G-Ieichnngen (44a). Um nnn ein Variationsproblem 
mit variabler unterer Grenze zu lösen, müssen wir die gegebene 
Grenzfläche 

als Transversalfläche onser zweiparametrigen Schar belegter Ranm- 
knrven nehmen. Die belegte Kurve ans dieser Schar, welche dnrch 
den gegebenen Punkt 2 {x„ y^, e,) geht, ist eine Lösnng. Ins- 
besondere können wir die Fläche T(z,y,e} = durch eine Kurve 
oder einen Funkt ersetzen. 

Beispiel: Als Beispiel wählen wir das erste Beispiel (S. 10), 
aber mit der Ebene ic = als unterer Grenze : 





«?. 




'-4^- 


-iii'x)äx 


= 


Mi,,, 


während 


















'- = &- 


-j'«- 


.»")(fa = 


2, 




A. h., eine 


Eaumknrve 











SO zu Buden, daß das Integral /,, das über sie vom Schnitt mit 
der Ebene « = bis zum festen Punkt (1, 1, 1) erstreckt ist, ein 
Minimum ist im Vergleich mit allen Knrven, die der Neben- 
bedingnng 

J, = 2 
genügen. Wir haben (S. 23) die zweiparametrige Schar belegter 
Raamknrven für dies Problem gefunden. Sie ist dargestellt durch 
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2(1 + 21) 



+ r 



j » = j 

I w = - 



"3(1 + 2J)' 
und eine Lösnng unseres Problems ist 

l!/ = -«' + 2 
1^=1. 
Beispiel: Als Beispiel, wo die Fläche T{x,y,z) = dnrch 
eine Eorve ersetzt werden kann, wählen wir das zweite ] 
(S. 12) mit dem Cylinder am die «-Achse 
a:' + j/»-»' = 

als unterer Grenze : 

Kurve von gegebener Länge ond 

Endpunkten aaf der Fläche 

T = x' + f-a* = 

zu finden, deren Schwerpunkt am 
tiefsten liegt. Oder : Was für 
eine Kurve bildet ein Faden, 
dessen eines Ende befestigt ist, 
während das andere Ende frei auf 
einer vertikalen Stange za gleiten 
vermag? (Fig. 2.) 




Die Gleichungen (44a) für diesen Fall sind- 



= 2ftx 



«+J 


Vi + y' + s' 


l+l 


Vi+p" + «' 


'+)■ 


Ml + p'+q' 



= 2(iy 



Wir lösen nach p und q auf und finden 



Die zweiparametrige Schar von ßÄumkurven, welche den Cyünder 
transversal schneiden, ist 
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fr» (üi', ?, y') dx -fr' («>', ^,!^dx 
' längs L ' längs L 

' längs L 

-flF' (p, l ?)_+ (?- y) r| + W - q) F'Jdx 

' UngaL 

Wir erinnern uns, daß L and L die Nebenbedingung 

J G{e', y', e, y , x)dx = l 

befriedigen. 

Wir Bchreiben 

F* (w', «', y, e, y,x) = F {z', y', s,y,x) + i.G (#', y', 0, y, x) , 

F* (w', 2\ y',e,y,x) = F (7, jT, ^^7«) ■^i-G(/,^,7,y, x). 

Also 

/f* (w', e', ^Idx = / J' (/, y', *, y, ar) da; + x/g (^, y', *, y, x) dx, 
' längs X ' iBJigs Zi ' Ifiiigs X 

/ V* (w', ?,^)dx = fF* (?, 7, J, y, ar) dx + iJ'g (?, y',J, y,x)dx. 
' Iftngfl X ' IftDga X ' längs X 

Wir snbtxabieren 

fp* (w', ?, y) dx -fp* {w', e'^y') dx 
' längs X ' länga L 

= JF(e', y', e,y, x) dx —jF {s', y' e, y, x) dx 
' läi^ X ' längs X 

* IftDgB X 

oder zur AbkUrzimg 

(54) /f (?, y', 'e,y, x) da -fF (V , y', e, y, «) dx 

' längs X ' länge L 

= jE{u)', e', y',_p, q, r") dx 
' länga X 

■wo E die Weierstraßsche JS^Funktion 

3 
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(65) E (w', s', /, p, q, r') 

= \ F* {w', ?,y')-F* (^, q, P) - {y' - p) ^^ - (? - «) ff ( 
ist. 

Aber 

fEdx 

ist die DiflFerenz der Werte, die nnser Grnndintegral J„ erstreckt 
über zwei KarveB zwischen den Fnnkten 1 and 2, besitzt. Der 
Minnend ist J^, erstreckt über eine Extremale L. Der Sabtrahend 
ist J,, erstreckt über irgend eine andere Knrve. Ist diese Diffe- 
renz immer positiv, so müssen unsere Extremalen das Grand- 
integral J, zum Minimam macken. Der "Wert der E-Fnnktion in 
einem beliebigen Punkte unseres belegten Kaums hängt nicht nor 
von den Werten Ton p, q, r' an diesem Funkte ab, sondern noch 
von einer willkürlichen Richtung 0', y' und von einer BelegongB- 
dichte V}'. Wir werden zeigen, daß auf der Grundkurve Z selbst 
E notwendig positiv sein muß für alle der Nebenbedingung ge- 
nügenden Größen w', s', y'. Es sei L (Fig. 4) eine belegte Ex- 




Fig. 4. 
tremale zwischen den Pnnkien 1 und 2. Es sei L eiue variierte 
belegte Raumknrve, die den Ffad 1'342 fahrt. PI ist ein Stück 
einer Kachbarextremale und 34 ist eine Gerade, auf welcher 

y' = m 

e' := n 

w' ^ k 

wo m und n Konstanten sind. Anf L ist 
fEdx^O 
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J'Edx+f'Bdx+fE lit a 
rar die Strecke VS ist 



3 = «' 



£(/, e', w', p, 2, r') = 0. 
Für die Strecke i^ ist 

P = y' 

r = w 
imd 

E{w',e',y',p,q,r') = 0. 

Wir haben nnr zn betrachten 

fsiy, J',w',p,q,r')dx 
oder 

JE (m, », k, p, q, r^ da. 

Wir wend^ den Mittelwertsatz an and erhalten 

j E{m,n:,k,p,q,r') äx = (a:, — »J £(»»,«, Ä, p, j, r"), 

wo 

£ = i» («') 
« = 2(^ 
r = r(aO 

nnd «• ein Wert zwischen a:, and «, ist. 3!^ — x^ ist aber positiv; 
ausere Bediagnag 

lautet also 



E{m,n,h,p,q,r')>Q. 
Non ist bei der Fonkt 8 
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bei der Punkt 4 

« = «■ 

r = w. 

Wir laBsen x, gegen x^ nähern tmd nehmen die Eztremale 1'3 
nahe genng an L. p,q werden sich immer weniger von y', e' onter- 
Bcheiden. Im Limes werden sie diese Werte annehmen. Wir 
haben daher die notwendige Bedingong 

(56) £(m,«,y,^',w')SO. 

Diese Ungleichung muß an jeder Stelle x,if,e nnserer Extremalen 
L gelten. 1/', e' nnd tc' sind Bichtungs- nnd BelegnngsgrÖSen anf 
dieser Extremalen. m nnd n bedentet jeden beliebigen, positiven 
oder negativen konstanten Wert, weil wir die Eichtnng des gerad- 
linigen Stücke der variierten Kurve willkürlich gewählt haben. 
TTngleichong (56) mnß identisch in m nnd n erfüllt sein. Wir 
haben dann das Weierstraßsche Kriterium für unser Problem. 
Es lantet so: Damit eine Raomkorve 

i/ = y(x) 
s = e{x) 
das Integral 

zam Minimum macht, während 

•^t =" f f^ f''i ?') ^iP,^)^ = i 
ist notwendig, daß identisch in m nnd n 

E(m,n,y',si\u)')^0 
gilt längs dieser Knrve. 

Beispiel: In omerm Beispiel (S. 10) haben wir eine LöBong 

j y = 3a;' — 2a: 
\ e = X 
gehinden. Macht sie 
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J^ = ^f (y" + £" — 4js- 4e' x) dx 
wirklidi zma T^^^niifiTiTni wäbreiid 

Wir antworten „nein". Erinnern wir uns, daß anf dieser Kx- 
trenujen 

p = 6i-2 

« = 1 

r = 10a;'-lla:' + 3a;. 

Wir erlialten nach Bedaktionen 

^= 22 

E ist hier nicht immer positiv für jeden Funkt auf nnserer Ex- 
tremalen. Ist z. fi. im Pmikt, wo x = i, m^U, n = 0, 
dann ist 

£ = +1. 

Ist m = b, n = 1 im selben Punkt, dann ist 

Es gibt also Eztremalen, die für </, kleinere Werte liefern als 
die Knrve 

l y =: 3a:* — 2a; 



Und zwar haben wir noch eine Losmig dieses Problems gefunden 
(S. 12), nämlich 

( 2y = —6«' + 7a; 



Diese Lösung ergibt für J^ einen kleineren Wert als die erste 
Lösung. Aus der ersten erhalten wir 



während ans der zweiten 
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entspringt. "Wir kSnnen zeigen daß diese zweite Lösung t/, tat- | 
säcÜicli znm THjuimTun macht, denn 

_ ffl* + 21n' + p' + 21g*-2p»»-42n} , 

E 22 

oder 

^ 22 

ist immer positiv. Keine Karre, welche die Bedingung 

J. = 2 
genügen aoU, macht 

1 



IX. Das Legendresche Eriterimu. 

In der Ableitong der Weierstraßschen ^-Funktion, haben wir 
alle RanrnksTven in nnserm p-^-r-Feld zom Vergleich zugelassen, 
wie sehr sie anch in der Richtung von 

y = »(«) 
z = zix) 
abweichen. 

y\x) = ml 
e'(x) = n 1 

konnten jeden positiven oder negativen Wert haben. Aber wenn 
wir nor solche Raumkurven zum Vergleich zulassen , die nach 
Lage und Richtung der Kurve 

j V = vi^) 

benachbart sind, erhalten wir ein einfacheres Kriterium. Man 
spricht in diesem Falle von „schwachen" oder „regulären" Varia- 
tionen, im anderen Falle von „starken" oder „irregulären" Varia- 
tionen. Um den Fall regulärer Variationen zu erhalten, brauchen 
wir nnr zu fordern, daß 

^-t/'(x) = «■«, 
s' —e'{x) = e-K, 
oder _ 

V'-P = B-3t, 

y-q = ex 
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nicht größer als eine gegebene kleine O-röße sein soll. Die Weier- 
BtraSscIie £-Fnnktion ist stetig in ollen ihren Argumenten. Im 
Falle regulärer Variationen sind m, n, y', js', w' in gewissen Grenzen 
eingeschloBsen. Ist E poeitiv aof L, m maß es auch in der Um- 
gebong von L für aUe regulär variierten Richtongen positiv sein. 
Das £riterinm ist also in diesem Fall hinreichend. 
Nach Taylor, entwickeln wir 

F*{w',e',y',y,efX) 

Bach Potenzen von £■« nnd e-x. Wir erbalten 

F* (w', 1', y', z, y,x) = F* (r', p, q, z, y, x) 

Wir snbstitnieren in onserm Aosdrack für E (S. 34), nnd nach 
Reduktion erhalten wir 

O^Eim,n,p,q,r') = ie'(«'i^ + 2«xF;, +Ä*i^i) + e'(. ..). 
Es wird genügen, wenn wir diese Forderong für Limes 

e = 
stellen. Das Kriterium ist also 

(57) TT = L 4- = »*F^ + 2«kF^ + x'F^ >0 

WO X nnd x der Nebenbedingnng 

Ml' = G (e' , y\ e, y, x) 
genügen sollen. Wir können die Kebenbedingang so sdixeiben 

6(p + t-3t,q + s-x,z,y,x) — (u!' — t-L) = 
und nach Entwicklung nach Taylor 
{58} «Gp + x-Gf-L = 0. 

Diese Gleichung (68) bestimmt nur die in der Ungleichnng (57) 

gar nicht vorkommende G-röße L als Funktion der Argumente x 
nnd X. Sie beschränkt also die Willkürlichkeit dieser Argumenten 
in keiner Weise nnd kann daher ganz weggelassen werden. 

Das Legendresche Eriterium besteht darin, daß die quadra- 
tische !Form 
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positiv ist für alle n nnd x. Die Bedingungen, daß ^e qua- 
dratische Form positiv ist, sind bekanntlicli positives erstes Glied 
and positive Discriminante oder in onBerem Falle 

(69) J^>0, 1^' ^1 >0. 

Also laatet das LegendreBche Kriteriom: Damit eine Extre- 
male 

jy = »W 

die der Integralbedingang 

/ <r(e',y',e,y,x)dx = l 
gentigt, das Integral 

f F{g',y',£,y,x)dx. 

zum Minimum macht, ist bei regulärer Variation not- 
wendig and hinreicbend, daß 

gelten längs dieser Extremalen. 

Gilt das Legendresche Kriterium identisch in p und q, so ist 
auch das Weierstraßsche Kriteriom erfüllt. Wir sehen, daß dies 
Kriteriom genau dasselbe ist wie das für das absolute Yariatious- 
problem 

J\F(ji',y',e,if,x) + l,Giz',y',£,y,x)\dx = Min. 
wo A, der aus der Bedingung 

j G {n', y', s, y, a:) da; = l 
erhaltene Wert von l ist. 

Beispiel: Im Beispiel (S. 10) ist für die Extremale 
ly = 3a:' - 2a: 
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und die Detenniiiante (69) ist gleich - 

macbt also das Integral nicht zam Minimum bei regulären Varia- 
tionen. Wir können aber zeigen, daß sie — J zom Minimnm, d. h. 
+ 3 zum Maximom macht bei regulären Variationen. 
Für die Extremale 



' 11 ' 



-fÄ = + 



11 



21 
und die Discriminante ist gleich + .q. ■ Diese Extremale macht 

also das Integral znm Minimum, wie aus unserer Diskussion im 
letzten Abschnitt zu erwarten war. Wir fanden dort mit Hilfe 
der Weierstraßschen ^-Funktion, daß diese Kurve das Integral 
f^ starke Variationen znon Minimnm macht. A fortiori werden 
wir also für schwache Variationen ein Minimum erwarten. 



X. Das Jacobische Kriterium. 

Wir haben die Punkte l(a;„j*„jS,) und 2(a;„y„ir,) als End- 
punkte unsers Integrals gebraucht. Wir haben nichts über diese 
Endpunkte gesagt, außer daß sie in unserm belebten Raomfeld 
liegen. Wir haben gesehen, daß unter Zugrundelegung eines par- 
tikulären Integrals J* der Hamiltonschen Grleicfaung (42), 

= 0, 
wir ein p-q-r-F&iA „wenigstens in einem gewissen Bereich", „wenig- 
stens in einer gewissen Umgebung der Fläche 
' T(x;y,z) = 0« 

konstruieren können Stillschweigend wurde dabei angenommen 
daß unser Punkt 2(ar„y„£^J in diesem „gewissen Bereich" liegt. 
Jetzt kommt die Frage, — Liegt ein gegebener Punkt 2 (a;,, y„ «J 
in nnserm Feld? Oder, — Wie weit ist es mögüeh die Punkte 
2 zu nehmen, so daß die Extremale wirklich Minimalkurve zwischen 
den Punkten 1 und 2 sei? Jacob! hat ein Eriterinm gefunden 
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für das einfachste VariatioiiBproblem in der a>y- Ebene, nnd seine 
Methode ist verallgemeinernngafähig für nnserm "Fall, Wir nennen 
dies Kriterium „JacobiBche Kriterium". Dies mit den obigen. 
Kriteria zusammen gibt uns ein vollständiges System hinreichender 
Bedingungen, mit Ausnahme des Falles, wo der Punkt 2 ein ge- 
wisser singnlarer Punkt ist. Dieser Fall ist im Abschnitte XI 
erläutert. 

Es sei unsere belegte Crrundturve durch 

iP = y{x) = y{x,a„ß„l) 
(60) I z = zix) = ^i:t,a„ß„X) 

gegeben. Wir umgeben diese Baumkurve nach der Methode Toa 
Abschnitt III mit der zweiparametrigen belegten Extremalschar 



(61) 



y = y(x,a,ß,i.) 
z ^ 2(x, a , ß, X) 
w ^ w(x, a, ß, X) 



Ist 2 (a:„ y„ ^J ein bestimmter Fonkt der Knrre L, so wird in 
seiner Umgebung die Schar den Baam einfach xmd vollständig 
überdecken, wenn ihre Gleichungen in der Umgebung von 2, a und 
ß als eindeutige Funktionen von ir, p, z bestimmen. Diese letzte 
Bedingung ist notwendig und hinreichend. In 2(3;„y„«,) haben wir 

« = <.., ^ = A. 

Die bekannte Bedingung für die eindeutige AuäBsbarkeit dreier 
G-leichangen nach drei Argumenten ist das Nichtverschwinden der 
Fnnktionaldeterminante. In unserm Fall erhalten wir 





% 


% 


da 






a«' 


Sß' 


dl 




lx,„,ß,i) = 


dl 
da' 


de 
dß' 


da 
dl 


+ 




dw 


a» 


a« 






ü"' 


dß- 


ex' 


a = On 








ß-ßl 










1=1, 



X (x, a, ß, k) ist nun längs L eine Funktion von x. So weit sie 
nicht Null ist, liegt nneere Grnndkurre in dem gewünschten Feld. 
Das ist das Jacobische Kriterium für unsem FaU. Verschwindet 
X auf L ztun ersten Male in einem Funkte 3 (x, , y, , z^, so nennen 
wir diesen den zu 1(2:,,^,,^,) konjugierten Punkt. 
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Es Bei /3 = /3(c() eine fnnktionale Relation zwischen ß nnd a. 
Wir erhalten aaa der zweiparametrigen belegten Schar die ein- 
parametrige belegte Schar 

{y = y(w,a,ß(a),i.) 
(63) ^ = g(x,ce,j3(cr),.t) A = Z(«, ß) 

[w = w(z,a,ß{a),X). 
Im allgemeinen werden Nachbarkurven der Schar eich nicht 
schneiden, d. h. es gibt keine Enveloppe. Es kann aber sein, daß 
ein Enveloppe existiert, nnd die Bedingong dafür ist, daß die 
beiden G-leichnngen mit den durch partielle Differentiation nach 
WC, ß nnd i. entstehenden Gleichungen 

"^ dß da"^ dX da 

da'^ dß da'^ dll^ ~ 

dw dw dß dw^ dl „ 

'd^'^'dß'd^'^'dÄl^'' 

eine gemeinsame LSsnng x haben. Die Bedingong ist, daß wir 
die letzten drei Gleichungen für -^ and -7— lösen können , oder 



(64) 



1-^^ = 





a«' 




a. 




(65) X(x,tt,ß,i.) = 


dg 


a^ 


a« 


= 0. 




dw 


dw 


a» 






ao' 


Sß- 


ai 




Wenn es leicht ist 






w = 


«{'.'.ßA) 


n&ck l zu lösen, so können wir die 


Bedingangeu 




1, 


dl 

a«' 


aA 
a^ 




(66) 


aj, 
aj' 


d) 

ao' 


äs 

a^ 


= 




a« 
ai' 


de 

■äT' 


ds 





benutzen. 

Diese Gleichung (65) in Verein mit Gleichungen (61) definiert 
die Enveloppenfläohe nnserer Extremalen. Mit Gleichungen (63) 
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definiert sie die iEbiveloppenkiirren der einparametrigen Schar von 
Lagrangeechen Kurven. ÄJle diese Enveloppenkarven liegen anf 
der Enveloppeudäclie. Der Äuadrack aof dar linken Seite von 
(65) ist genan der Jacobische Aasdrnck. Wir können dann sagen, 
daß der konjugierte Fnnkt anf der Enveloppe liegt. 

Die Enveloppenknrve einer einparametrigen Schar ist eine 
belegte Ranmknrve. Anf dieser belegten Knrve ist 

P = y' 



also ist sie eine singulare Lösung der Differentialgleichongen 

Iy' = P (x, y, ^, AI 
ic' = r{x,y,z,k) 
Die Weierstrafische jg-Funktion verschwindet aof ihr. 




In Fig. 5 liegt der Punkt 3 (a;,,y,,^,) auf unserer Enveloppen- 
knrve E. Wir wollen sehen, ob das Knrvenstück 13 das Integral 

/ F'(w', z',y', e,y, x) dx 
T = 

zum Mi TiJTiinm macht. Nehmen wir die Kurven 13 and 1'43. Wir 
i daß 

/ F* {w', z\ y', Zy y, x) dx —JF* {w', «', y', z, y,x)dx = fEdx 
i'u 1 
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E ist aber anf 1'4 nnd auf 43 gleich Nnll. Wir erinnern nna, daß 

/ G (s\ y', e, y, x)dx = l 

r=o 
nnd erhalten 

/ F{s', y', e, y, x)dx = / F{z', y', s, y, x) dx. 

l'U IS 

Eine Lagrangesdie Knrve zwischen den Punkten 4 nnd 3 macht 
das Integral 

(68) /-F(^', y', 1, y, x) dx <fF(3', y', z, y, x) dx. 

l'U IS 

Also bSrt die Minimaleigenschaft beim konjugierten Funkte anf. 
Bisher haben wir gesehen, daß die beiden Probleme: 

(a) !? = !/(«) 

\, = z(x) 
80 ZU finden daß 

J,^J F(e',y',e,y,x)dx = Min. 

-während 

J, = J G(e',y'e,y,x)dx ^ /, 

und 

(b) !" = "('' 

I e = e(x) 
so zu finden daß 

J = f F* {e', y', a, y, x) dx 

= f \F(e\y',z,y,x) + ltG(e',y',e,y,x)\dx = Min. 

genau dasselbe Problem darstdien. Handelt es sich dagegen auch 
um die Frage, ob und innerhalb welcher Ghrenzen die LSsmigen 

\z = g{x) 

ein wirkliches Ttfitiiwinm erzeugen so würde die Antwort anders 
ans&llen. Bei dem obigen ersten Problem (a) haben wir als 
Ghrenzgleichung für 2(a;„y,,»J die Gleichung 
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X (aj, o, ß, i) = 



Ä. 


!■ 


a, 
a» 


e» 


d» 


a< 


do' 


a^' 


a> 




ai« 
dß' 


a» 
ai 



/» = /». 

Aber bei dem absoluten Variationsproblem (b) 
J =J (F+k„G)dx = Min., 

wo il, der konstante Wert ist, den wir für ein speziell vorge- 
schriebenes l gefunden haben, (z. B. , in dem Problem (S. 10) , für 
X = 2, l{x,,y„s,) = 0,0,0, 2(a;„j,„^J = 1,1,1, ist A. = -7^), 
lantet die G-renzgleichnng 



% 


a.v 


ao ' 


dß 


e» 


a. 



Beispiel : Als Beispiel hierför nehmen wir nnser zweites 
Problem (S. 12) '). Wir haben die Schar von Extremalen 



s + l = \Jtt* + 3' coeh — 5— • 
P 
Die Belegnngsdicbte ist dnrch 

gegeben. Wir nehmen nnr die Knrven, die konvex nach unten 
sind, ß ond yja' + ß' müssen iilso positiv sein. 
Es sei 



L («-»,) 



<!+K = V«! 



: V'«: + fi(smh-i— »mli|t) 



1) Vgl. BolzB, Calculus of VariatioDB, p. 281. A. Mayer, B&nd 13. Math. 
Ann. p. 66. 
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die spezielle belegte Earve, die darcti die Fnnkte 1(3;[,0, 0) und 
2(d;,,y,,^,) geht. Wir omgeben diese belegte Earye mit einsn 
Feld Die zweiparametrige Scliar von belegten Ranmknrven ist 





1 = -j ('-"•> 




(70) 


.= V/«- + ^'(co.i^ 


-cosli-4 — 
P 




» = V«" + /S'(«mli-Sj^ 


P 


Alle diese Karren treffen den Pnnkt 





= 0. 

In der TJmgebang dieses PimlEtes bedecken sie einfach nnd bückenlos 
den ßanm, nnd besitzen Transversalflächen. Die Elemente un^er 
Grenzdeterminante sind 



da ß 

i» » (»-»J 

dß ß- 



*1 
da 

dß ' 



äS ' 
du) 
d<r ' 




Sj^+ß^\ ß ßl 

^(sinl-S--sinl-a) 
ß\l?+ß- 
_\Z±Zf4cosh4-J 



/,VA)i)^ie 



Wenn wir diese Werte in die Determinante (66) eobstituieren, 
bekommen wir nach Redaktionen 

Unter Weglassnng der ersten zwei Faktoren nnd nach Benntzang 
der Formeln 

coahw = l+2Binh'— 5- 



erbalten wir 

-X, I . , X—X, X 



(72) smh-i^fsüih^Kil^-^^l^coBl. 



positiv, also ist der erste Faktor von (72) positiv. Im zweiten 
Faktor können wir die Entwicklungen 

COShu = 1+ 2J- w' + -jj^M* + -- 

benutzen, nnd der zweite Faktor wird dann 

(■5!-i)""+(¥r-ii)»'+- 

ist also negativ für positives 



Außer X = X, gibt es also keine Lösnng von (71), d. h, es gibt 
keinen konjugierten Pankt bei diesen isopermetrischen 
Problem. 

Aber bei dem entsprechenden absolaten Problem 

fiii + l,)\/l+l/" + e'*dx = Min., 

wo A, der konstante Wert von l ist, welchen man in den eben 
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behandelten Problem erhält, müssen wir die GrenzgleicbTing ( 
brauchen. £s sei unsere iSsende Earve 

4^ + A, = V^j + i^lcoBh -3- 
tmd die zweiparametrige nmgebenden Schar ist 



(73) 



£■ + A, = Va' + /J*COBh 



a;-* 



wo Ä =^ J (o, (i) dnrcb 



«,+Jl^ = v/a' + /J'coBh 



a:,-J 



gegeben ist. Differeotiert man y nnd a partiell nach a and ß, 
Tiud sabstitniert die Werte der Differentialquotienten in die Deter- 
minant (69), so bekommt man nach Bedoktionen wie oben, die 
Grenzgleichnng 

(74) u sinh u sinh u,— cosh u sinh u,— Uj sinh « einh «i+siuhucosh u, ^ 
oder 

« — cothw ^ H, — ßoth«,, 



x-8 



x,-S 



welche ausser u ^ u^ noch ein Wurzel hat die entgeg^igesetztes 
Vorzeichen wie u^ hat. Ist 



(Ponkt 1, Fig. 6) so gibt es 
einen konjugierten Funkt. Ist 



(Ponkte 1', 1", Fig. 6) gibt es 
keinen solchen Punkt. 
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XI. Pjül, wo 2 (a;,, !/,,«,) und l{x,,if„£,) koiijugierte Punkte 
sind. ^}. Das HUbertsche Kriterium. 

Wir haben gesehen (S. 42), daß das Jacobieche Kriterinm 
notwendig versagt, wenn oneer Pnnkt 2(a;,,yj,^,) ein besonders 
geaj^ter singolärer Ponkt ist. Professor Hubert hat in den 
Göttinger Nachrichten, 1905, {p. 179) ein allgemeines Kriterinm 
aufgestellt, welches anch in diesem Falle anwendbar ist (vgl. Ein- 
leitnng S. 2). Für unser Problem bei dem es sich nm einfache 
Integrale nnd zwei Funktionen handelt , ist dies Kriterium fol- 
gendes: Ea sei 

^ _ \y = Pia;) 

diej^ge Ijösong der Lagrangeschen Differentialgleichungen, die 
die gegebenen Bedingungen 

y(^,) = 2/1. yi^,) = y. 

erfüllt. Ist die Weierstraßsche £-Fmiktion für dieses Lösxmgs- 
syetem positiv, so bezeichnen wir das System Z als ein solches 
von positiv definitem Charakter. In Fig. 7 sei Z dnrch 




Fig. 7. 

die Knrve 12 gegeben. Es sei 34 irgend ein Teil der Strecke 12 
welcher den Bedingungen 



1) Vgl. Osgood, „Od theExtatenceof a Minimum of the Integral / F(xyy')dx 

American Mai 
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when iCo and x, aie Conjag&te FoistB". TraoBactioDs of the American Mathe- 
matical Societj, Vol. 2, p. 166. 
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genügt. Existiert kein anderes Lösangssystem der LsgrangeBcIien 
Differentialgleichungen, das die obigen Bedingungen erfSllt, anBer 
dem System Z, and existiert aach für jede Teilstrecke 34 kein 
anderes LöBongssystem daß die entsprechenden Bedingungen er- 
fällt, dann nennt Hubert das Lösangssystem Z ein solches von 
inwendig eindeutigem Charakter. Das Kriteriam lantet 
so: Für das Lösangssystem Z tritt gewiss Minimum 
ein, wenn dasselbe von positiv definitem and von in- 
wendig eindeutigem Charakter ist. 
Es sei 



(76) 






[w = w(x,a„ß„i:i 
nnsere lösende Korve, welche wir umgeben können mit der zwei- 
parametrigen belegten Schar von Extremalen 



(77) l = ^(x,a,ß,l) 




Sind die WeierstraBsohen, 
dann ist diese Itaamkorve 

X{x,a,ß,l) = 

nicht gleich Nnll ist. Sei 
(78) ß = 


= «>(x,a,ß,l) 
oder Legendr es 
eine Lösung uii 
dy dy dy 
da' dß' di 
de de de 
a« ' dß' dl 
dw diD du> 

diT' Iß' "äl 

en 

ß(a), l = J 


che Bedingungen erfüllt, 
sers Problems, insofern 

w 



(79) 



funktionale Relationen zwischen /3, A und a, dann haben wir die 
einparametrige Schar von Bannikorven 

U = !/(x,«,^ (.),!(„)) = 

U = <(a;,«,^(«),i(a)) = 
and im Verein mit 

(80) X (a:, «,/((«), i (a)) = X(I,«) : 
erzeugen die Enveloppenkurre. 

Nach den Theorem über implicite Funktionen, ist 

(81) X,(i,«) +. 






= 



»Google 



dann können wir 
in der NShe von 



Xix,a) = 



nach a auflösen, nnd wir erhalten 

welche in der Nähe von x = x^ eindeutig nnd stetig differentier- 
har ist, weil 

da X,( g, o) 

dx Xa(x, a) ' 

Setzt man in 

jy = »(«,«) 

\ e = B(x,a) 

für a, a = «{x), so erhält man die G-Ieichongen anderer Enve- 
loppenkorve 



(82) 



jy = y{x,a(x)) = <f,{x) 

{s = eix,a{x)) = t(x) 

Der Gradient dieser Raomkurve (82) in der Kähe von x = x. ist 



dx 



^>'{x) = y'{x)- 






ist also endlich onä stetig. Die Enveloppenknrve hat Punkte wie 
3, 4 etc. wo 

«,-<«,, x^■<. a;, etc. , 



und wir können dies wie 
in Fig. 8 darstellen. Wir 
haben hier den gewöhn- 
lichen Fall ; und wir können 
die Jacobisdie Methode be- 
— ? nutzen (S. 46) nnd zeigen 
daS das Integral 
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J^ ^ f F {ss', y', z, y,x)dx 

erstreckt ttber die Eztremale zwischen den Ponkten 1 und 2 kein 
MiTiimTiin ist im Vergleich mit Werten von J, über Enrven, fOr 
weloke 

J, = / G {«', y', e, y, x) dx 

einen konstanten Wert hat. 

Beispiel: Es sei eine Lösung eines Yariationsproblems , die 
Knrve 

\y = a^ + 2a; 
( e = »+1 

aas der zweipturametrigen belegten Schar 

[y = «»«»-l-AjS'a: 

= ax + ß 



= i^~2ßx'. 

Wir finden 

X{x,eL,ß,X) = 2aa^-2ß'x-2Xt 
Ist 

/» = (»(«) = « , A = i(«) = 
so ist nofiere einparametrige Schar (79) durch 





1« - a(« + l) 


gegeben. 






X(x,a) = 2o»--6o' 


and 





nnd ansere Enveloppenkorre ist dorch 



gegeben. 

Yersch windet nnn 
(83) X, («„ a) 

für alle Werte von a, dann ist unsere Enyeloppenfiäche dorch 
eine Eorre oder einen Ponkt ersetzt, nnd anaere Enreloppenkarre 



wViOl'^ie 
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der einparametrigen Schar (79) ist ein Pnntt. "Wenn hier also 
kein kleinerer Integralwert eich angeben läßt, so gibt es in der 
Nähe onserer Eztremalen ßanmknrven, die denselben Integral- 
wert von tT, und J, ergeben. 

Beispiel: Es sei 

U = sinac 
I ^ = sia ;e 
onsere Extremale, weldie ans der zweiparametrigen belegten Sdkar 

(p = «8in2a: + jS 
g = jI sin a: + ji 

Bann ist 

X{x,a) = Sa:" sin 2« 
X„(a;,a) = 0. 
Ist 

X, = 0, 
dann für 

a:, = Ä , y^ ^ , «, = 
haben wir einen Enyeloppenponkt. 
Es ist non möglich, daß 

(84) ;r.(:c„.) + o 

für alle a aoßer a„ nnd für a = a, 

(8B) Z{a;„a^ = 0, 

d. h. : Wir haben einen singolärrai Funkt auf unserer Enveloppe, 
wenn es eine Enveloppe gibt. Es sind hier zwei Fälle denkbar. 
Erstens: die Enveloppe tritt in die Integralstrecke 12 ein, oder 
zweitens, sie tritt nicht ein. 
Der erste FaU ist in Fig. 9 
geometrisch dargestellt nnd ist 
ähnlich dem gewöhnlichen Fall. 
Wir können das Jacobisehe 
Kriterinm benutzen und zeigen, 
daß die Kurve 12 kein relatives 
Minimum für nnser Integral 
" J, gibt. In dem zweiten FaU 
hat unsere Enveloppe keinen 
Punkt (a:, y, «), wo 
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Wir fragen : Gibt es eine und nur eine Kurve unserer Schar 



zwischen den Punkten 1 and 2 ? Nehmen wir eine Ebene, parallel 




Fig. 10. 
zu der e-y-Ebene, welche dnrch den Punkt 2 (x„ y„ e^ geht (Fig. 10). 
Jede Korve unserer einparametrigen Schar 






schneidet diese Ebene x ^ i 
eine und nur eine Lösung a 



Unsere Frage ist jetzt: Gibt es 



(86) \y = yK-) 

für jedes Paar y, is in der Nähe von y„ e,. Können wir a aus 
diesen beiden Gleichungen eliminieren, dann haben wir eine Flache 
e ^ z{x, y), und die einparametrige Schar ist durch 



(87) 



\y = y (^.. a) 

\s = e{x,y) 



gegeben, y {x„ a) ist stetig, eindeutig and analytisch in der Nähe 
von 

X s= x^ , a = Ug. 

Nur eine endliche Zahl von Ableitungen nach a kann verschwinden. 
Wir haben dann 

(88) -g^ + 0. 
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Ist n eine gerade Zahl, dann ist jr entweder Mazimom oder 
I£nimam fiir « ^ a,. 

Ist z. B. y^ ein Minimnni (Fig. 11), so gibt es für 

kein a and für 

j/ > 

gibt es zwei Werte von a. Aber dieser Fall ist nnr möglich, 
wenn die Enreloppe in die Integralstrecke Vi eintritt. 





Fig. 11. Fig. la. 

Ist n eine angerade Zahl, dann gibt es ein and nnr ein et 
in der Nähe von ec,, so di^ für jede jr ein nnd nnr ein « ent- 
spricht (Fig. 12), d. h. : För jeden Pnntt der Knrve K (Fig. 10), wo 
die Fläche 

e = s[x, y) 

die Ebene a; = a, schneidet, haben wir einen bestimmten Wert 
yon tt. Wir kBnnen dann sagen, dafi es eine nnd nnr eine Enrre 
nnserer Schar zwischen den beiden Punkten 1 and 2. Hier ist 
der Enveloppenpiinkt 2 ein gewöhnlicher Punkt in onserm Gebiet 
und wir können so verfahren, als ob er gar nicht anf der Eäiveloppe 
läge Also können wir sagen: Für die Integrationsstrecke 
12 ist unsere Lösung ron inwendig eindeutigem Cha- 
rakter. Ist unser LSsungssystem 

Iv = y {*) 
V« = « («) 

von positiv definitem Charakter, dann tritt gewiß Minimum 
ein. 

Beispiel: Als einfaches formales Beispiel nehmen wir 
/ ^1 + y" dx = Min., 
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f>dx = (. 
T-0 


Hier ißt speziell 

I 


= 4C- + 9/-36 = 


ein elliptisclier Cylinder tun die f-Achse. 


Wir finden imBere 






y = «x + ß 




-i--' 


Diit Belegung 


-{-wf- 



Wir finden als Werte von p und q anf unserer FlSche 



nnd unsere zweipto'ametrige Schar von Knrven, die diese FlSche 
transversal schneiden, ist 



y = itx- 



(4a* + 9)* 

„ , , 540« 

X^ (iE,, a) ™ 



(4«* + 9) 5 

X^ ist nicht glmch Kall, aaßear für 

ß = a, = 0. 

Wir nehmmi (- 3, 0, 0) nnd (- \, 0, 0) als Punkte 1 (a., y„ «J und 
2 (z„ y„ z^ nnd wir sehen, daß 

dy (a;„ a) 1 _ 180 

a« Ja!. = - I ~ 81 ' 
« = 

d. b.: FQr n =- 1 (angerade) ist die Ableitung nach a niolit NuD. 
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Also die gerade Linie, die die Paukte 1 imd 2 verlnudet, nucht 
anser Integr&l J, taisüchlich zum Mininmm. äeometrisch zeigt 




dies Fig. (13), wo die Zeichenefaene mit der Ebene e ^ S zusammen- 
fallend gedacht ist. 

Xn. Beliebig viele isoperimetrische Beflingnngen. 

Wir haben nur eine isoperimetrisclie Bedingnng angewendet, 
nSmlich 

J, =/<S(£',|/',a',j/,j.)da:. 

Aber bei Bedingongen dieser Art liegt keine qnantitatiTe Be- 
Bchränkang Tor. Ks seien n solche Bedinngongen 

JV + i = J Q{:s',y',e,y,x)dx 

g^eben, dann ist unser Problem komplizierter geworden, ohne 
daß etwas Nettes hereingekommen ist. Wir werden n Lagrangesche 
Faktoren kg {K = 1, 2 • ■ ■ «) haben, und das Integral J ist 

ünswe Schar von Baomknrvra (32) ist eine 4 + n parametrige 
Schar 
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y = y{x,tt, ß, y, ä, lg) 
e = b{x, a, ß, y, 8, lg) 



WJF 



= wx (», c, ß, r, a, eg, k^ 

Ä" = (1, 2, - - - «). 



Um eine bestijnmte L5snng heranszagreifen, haben wir 

y (*.) = ?. . ^ (3=0 = «. 
«'x(*i) = , Wk{x^ = lg 

gegeben. Wir haben ein p-q-r^ — r, Feld, d. h. ein p-q Feld mit 
ti-focher Belegung. Das Jacobische Kriterinm hat auf der linken 
Seite eine 2 + n Reihe Determinant. Die Form der Voraos- 
setzong (29) 

_ÖVF*_ J" ~" 
dp'* ' di 
d'F* _c 

dy' 6z' ' ( 
ist tmgeändert. 



+ 
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